Cours de Statistique
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Plan du cours

Partie I : Probabilité des événements aléatoires (E.A)

Chapitre I : Notions fondamentales
Chapitre II : Etudes théoriques des variables  aléatoires discrètes et continues

Partie II : Inférences statistiques

Chapitre III : Probabilités de convergence

Chapitre  IV : Théorie de l’échantillonnage 

Chapitre   V : Théorie de l’estimation

PROBABILITÉS DES ÉVÉNEMENTS ALÉATOIRES
Chapitre 1 : Notion fondamentales :
I - Espace probabilisables :
A - Expérience aléatoire, épreuve répétée :
1) Expérience aléatoire :

C’est une expérience dont le résultat est inconnu à l’avance, et impossible à prévoir; même s’il est possible à priori de définir un ensemble de résultats possibles, alors qu’on ne peut pas savoir quel résultats de quelle expérience, exemple : jet d’une pièce

2) Epreuve répétée : Tirages exhaustifs et tirages bernoulliens (avec remise).

Exemple : sac de boules : 4 rouges, 6 blanches, 2 noirs.

Quelle est la probabilité en tirant deux boules quelles soient rouges?

Deux cas :

1- Tirage avec remise (bernoulliens) : on tire une a une en remettant celle tirée

Soit "R" la boule est rouge (tirée)

[image: image1247.wmf]Þ

1er tirage   P(R) = 4/12 = 1/3 

la probabilité que les boules soient rouges est 

2ème tirage P(R) = 4/12 = 1/3 

P(R et R) = P(R).P(R) = 1/3 × 1/3 = 1/9

2- Tirage exhaustif (sans remise)

On tire d’un seul coup (1es deux) ou simultanément sans remise : tirage dépendant 

1er tirage   P(
[image: image1249.wmf]Þ

) = 4/12 = 1/3

2ème tirage P(
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) = 3/11

En vertu de l’axiome de probabilité que les deux boules tirées soient rouges

P(
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et
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).P(
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) = 1/3 × 3/11 = 1/11

3- Nombre de tirages de (p) boules parmi (n)

Les p boules doivent être ordonnées ou non avec tirage sous remise ou non 

a - tirage sans remise 
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b- tirage avec remise
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· Ensemble fondamental :

Exemples :

1- famille à deux enfants  avec une naissance 50% fille comme garçon.
L’ensemble fondamental est : 
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2- Lancement de deux dés équilibrés 

L’ensemble fondamental : 
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Disposition ordonnée avec répétition.

répétition

· Evénement : 

C’est un sous ensemble de l’espace fondamental.

Plusieurs sortes d’événements : éventualité qui peut se réaliser ou non

· événement certain : P(
[image: image16.wmf]W

) = 1

· événement composé : obtenir un pair en lançant un dé.

· événement impossible : P(
[image: image17.wmf]f

) = 0.

· événements compatibles : obtenir un impaire et 5.

· événements incompatibles : obtenir un pair et 3.

· événements simultanés.

· événements successifs.

· événements équiprobables.

· événement très probable : P(A) = 0,99999999
[image: image18.wmf]»

1.

· événement peu probable : P(A) = 0,000000001
[image: image19.wmf]»

0.
3) Les langages : de la théorie de probabilité et de la théorie des ensembles :

3-1 : Algèbre des événements :
· A tout événement A, on associe son contraire noté 
[image: image20.wmf]A

.

· La réalisation simultanée de deux événements A et B est un événement C. 

noté C = (A et B) 
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· L’événement qui se produit : soit A, soit B est un événement D = A ou B
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Remarque :

Quelque soit l’événement A : A ou 
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 = 
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Quelque soit l’événement A : A et 
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3-2 : L’algèbre de Boole :
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 composé d’éléments 
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 et A, B, C, des sous ensembles de 
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 : ensemble des partis de 
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· Règle de Morgan :
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Comment traduire l’événement en algèbre :

     Evénement

algèbre 

ou
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B - Axiomes et propriétés des probabilités :

1) Définition :

On appelle probabilité d’un ensemble 
[image: image47.wmf]W

, une application P(
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) dans 
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 vérifiant les conditions suivantes :

· 
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· Pour tout couple (A,B) d’événements incompatibles 
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2) Propriétés :

1- Si l’événement A
[image: image53.wmf]Þ

B c'est-à-dire A
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B, la probabilité de A : P(A).

A
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B signifie que 
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P(B) = P(A) + P(C) 
[image: image59.wmf]³

P(A).

2- P(A)
[image: image60.wmf]³
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3- P(A)
[image: image61.wmf]£

1, en effet cela découle de 1) P(A)
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P(B) donc 
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4- P(
[image: image66.wmf]f

) = 0.

5- P(
[image: image67.wmf]A

) = 1 – P(A).

3) Les axiomes de probabilités : les règles de calculs

3-1 : Axiome de probabilités totales :

Si A et B sont deux événements de P(
[image: image68.wmf]W

), il en est de même pour 
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La relation est : 
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On démontre que : 
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Avec 
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3-2 : Axiomes de probabilités composées :

Cela nécessite la définition de la probabilité conditionnelle d’un événement

a) Probabilités conditionnelles (liées) :

On appelle la probabilité conditionnelle de A sachant B : P(A/B), le rapport suivant :
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· C’est un nombre positif ou nul 
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Soit C un événement où 
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Exemple :

On jette un dé équilibré, quelle est la probabilité que le dé montre la 2 sachant qu’il a montré une face portant un numéro pair.

A : l’événement Dé montre la face 2.

B : l’événement Dé montre un nombre pair.


[image: image82.wmf])

(

)

(

)

(

B

P

B

A

P

B

A

P

I

=


A : [(2)]

B : [2,4,6]

Si A
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Exemple :

Une urne contient 8 boules blanches, 5 rouges et 7 noires. On tire deux boules sans remise, quelle est la probabilité que la première boule soit rouge et la deuxième blanche.

· Tirage dépendant :


[image: image90.wmf]1
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 : la boule tirée rouge.
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[image: image92.wmf]2
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 : la boule tirée blanche.
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soit 10,52 %.

· Indépendance de deux événements :

A et B sont indépendants, si 
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donc 
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Exercice :

Sur 100.000 articles produits par une usine, 200 sont défectueux s’ils sont produits par l’équipe du matin ; 500 s’ils sont produits par l’équipe de l’après midi ; chaque jour la première équipe produit 1.000 articles, la deuxième 600 articles.

1- Quelle est la probabilité pour qu’un article pris au hasard sur les 1.600 :

a) ait été produit par l’équipe du matin et soit défectueux.

b) ait été produit par l’équipe de l’après midi et soit défectueux.

c) ait été produit par l’équipe de l’après midi et ne soit pas défectueux.

2- Sachant qu’un article extrait au hasard de la production journalière de 1.600 articles soit défectueux, quelle est la probabilité qu’il soit fabriqué par :

a) l’équipe du matin.

b) L’équipe de l’après midi.

On définit les événements :

A : le produit est fabriqué par l’équipe de l’après midi.

M : le produit est fabriqué par l’équipe du matin.

D : le produit est défectueux.
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a) [image: image1248.bmp]
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b) 
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    = 0,003125

c) 
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1- Il s’agit du théorème de BAYSE.

a) 
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b) 
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Exercice :

Une urne contient 8 boules blanches et 5 boules rouges. On tire avec remise deux boules, quelle est la probabilité de tirer dans l’ordre une blanche et une rouge.
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B

 : boule blanche tirée au ième tirage.
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 : boule rouge tirée au ième tirage.
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Si A et B sont indépendants, alors 
[image: image111.wmf]A

 et 
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 le sont aussi.
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On factorise :
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· Théorème de BAYSE (ou probabilité des causes) :

On a deux sacs contenants des boules :


[image: image116.wmf]1

S

 : le sac 1 est choisi.


[image: image117.wmf]2

S

 : le sac 2 est choisi.

B : boule tirée est blanche.

N : boule tirée est noire.

Probabilité à priori
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Avec 
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La probabilité 
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 est une probabilité à posteriori, c’est celle de BAYSE.

Exercice :

On a deux urnes :


[image: image126.wmf]1

U

 contient 2 boules blanches et 8 boules rouges.


[image: image127.wmf]2
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 contient 6 boules blanches et 4 boules rouges.

On tire une boule rouge, quelle est la probabilité qu’elle provienne de 
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 ?

R : boule tirée est rouge.
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, par conséquent 
[image: image138.wmf]3

1

)

(

1

)

(

1

2

=

-

=

R

U

P

R

U

P


Exercice :

Soient trois événements A, B, C de 
[image: image139.wmf])
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, on suppose que chacun des trois événements est nul et différent de 
[image: image140.wmf]W

.

1- Montrer que si A est indépendant de 
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 et de 
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, alors A est indépendant de B.

2- Montrer que A et B ne peuvent être à la fois incompatibles et indépendants.

3- Soit 
[image: image143.wmf]B
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 si 
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, A et B peuvent ils être indépendants ?

Corrigé :

A est indépendant de 
[image: image149.png]P(ANBNC) =P(ANB). P(C)
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 EMBED Equation.3  [image: image146.wmf]Þ
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 EMBED Equation.3  [image: image151.wmf]Þ
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2) A et B indépendants 
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[image: image168.png]A et Bincompatibles = P(ANB]





  [image: image170.png]A et B sont ala fois indépendants et incompatibles = P(AN B) = P(A) .P(B)
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A et B 
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 0, en général deux événements ne peuvent être à la fois indépendants et incompatibles.
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                  = P (A) (1 - P (B)) = 1 - P (B) 
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P (A) =1

A= [image: image187.png]


= Ω 
si 
1 - P (B) =0 
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 B= Ω

Par hypothèse A et B différents de Ω, sous cette condition D= A[image: image191.png]


B et D= Ω

A et B ne peuvent être indépendants.
Chapitre 2 : Etude théorique des variables aléatoires :
La structure de l’ensemble fondamental Ω n’est pas toujours algébrique c’est à dire, ses éléments n’ont pas un caractère numérique ; on est donc souvent amené à transformer les données qualitatives en données quantitatives. Cette transformation est réalisée à l’aide de ce qu’on appelle la variable aléatoire (v.a) : c’est faire correspondre à chaque événement élémentaire de Ω un nombre réel appelé variable aléatoire.

· Définition de la variable aléatoire X :

Soient un ensemble fini Ω et une probabilité P, on appelle variable aléatoire sur Ω une application X de Ω dans 
[image: image192.wmf]Â

 l’ensemble des réels. La variable aléatoire est une grandeur numérique attachée aux résultats d’une expérience aléatoire. 

Exemple : la somme des points affichés par deux dés.

I - Loi de probabilité d’une variable aléatoire X :

Soit une variable aléatoire X définie sur Ω et à valeurs dans 
[image: image193.wmf]Â

 pouvant prendre les valeurs 
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x



, …
[image: image197.wmf]n
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, par définition la probabilité que X soit égal à [image: image201.wmf]i
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 se note P(X=[image: image202.png]



) : c’est la probabilité des éléments de Ω ayant pour image [image: image204.wmf]1

x



.

Exemple : On lance deux fois une pièce de monnaie et on définit une variable aléatoire relative au nombre de faces obtenues après 2 jets.

On définit les événements 
[image: image205.wmf]i

F

: Face obtenue au ième jet.

                                                 [image: image207.png]


: Pile obtenue au ième jet.
	Evénement élémentaire
	[image: image208.png]P, P,
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	[image: image210.png]F, P,
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	4 événements

	Variable aléatoire v.a
	0
	1
	2
	3 valeurs

	P(X=[image: image213.png]
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P(X=0) = P ([image: image216.png]


 et[image: image218.png]


)= P ([image: image220.png]P, NP,



) =P ([image: image222.png]


). P ([image: image224.png]


) = 1/2 × 1/2 = 1/4

P(X=1) = P ([image: image226.png]P,NF,



) [image: image228.png]


 P ([image: image230.png]P,NF



) = P ([image: image232.png]


). P ([image: image234.png]


) + P ([image: image236.png]


). P ([image: image238.png]


) = ½ × ½ + ½ × ½ = 2/4 = 1/2 

	X=[image: image240.png]
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On appelle loi de probabilité de la variable aléatoire X, la fonction qui à tout valeur [image: image243.png]


 de la variable aléatoire X on associe la probabilité [image: image245.png]


= P(X=
[image: image246.wmf]i
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Cette loi est définie pour l’ensemble de valeurs ([image: image249.png]


)

	X=[image: image251.png]
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	P(X=[image: image261.png]
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         [image: image265.png]
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………. [image: image269.png]





Suivant les paramètres propres à chaque loi, celle-ci est utilisée pour calculer cette probabilité.

· P(X=k) = [image: image271.png]
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 loi binomiale de paramètres : 
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· P(X=k)= [image: image276.png]
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 loi de Poisson de paramètres 
[image: image279.wmf])

(

l

R

 
· P(X=k) = [image: image282.png]Xy . CRZE
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 loi hypergéométrique de paramètres 
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· Une loi de probabilité vérifie deux conditions : ( [image: image285.png]
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A - Caractéristiques d’une variable aléatoire discrète :

La variable aléatoire, ici s’exprime par des valeurs isolées, entières.

On retient l’espérance mathématique E(X), la variance et l’écart type.
1) Espérance mathématique 
[image: image288.wmf]i
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C’est une moyenne de probabilités [image: image290.png]


 pondérées par des valeurs [image: image292.png]


 de la variable aléatoire X. notée         E(X) = 
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· Supposons qu’on réalise une épreuve qui consiste à lancer deux pièces de monnaie et que le joueur doit recevoir 100 DH lorsque les deux pièces tombent sur le côté pile, 50 DH lorsque une pièce tombe du côté pile et perdre 60 DH lorsque les deux pièces tombent sur le côté face.

Déterminer E(X)

	On a Ω= [image: image296.png]


 soit

E(X)= (-60×[image: image298.png]


) + …………. 1/4 (100)=35DH
	X=[image: image300.png]



	-60           50         100
	∑

	
	P(X=[image: image302.png]
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	[image: image303.png]Px;




	-15           25           25
	35


           E(X)= [image: image305.png]—60x1+2x50+1x100
Y



=35 DH

2) Les propriétés de E(X) :

2-1 : L’espérance mathématique d’une constante est égale à la constance. X=a

E(X) = E(a) = a

2-2 : L’espérance mathématique d’une somme est égale à la somme des espérances mathématiques X et Y

E(X+Y)= 
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 = E(X) + E(Y)

· E(X + a) = E(X) + E (a) = E(X) + a

· E (a X + b) = a E(X) + E (b) = a E(X) + b

2) La variance d’une variable aléatoire :

2-1 : Définition :

Elle caractérise la dispersion des valeurs (
[image: image308.wmf]i

x

) au voisinage de leur espérance mathématique E(X) soit [image: image310.png]


= E [image: image312.png][((x —E(X))*]
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= V(X) = 
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                 V(x)[image: image319.png]
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C’est une espérance mathématique des carrés des écarts de la variable à son espérance mathématique E(X), sa racine carrée [image: image321.png]v (x)



 s’appelle l’écart type 
[image: image322.wmf]x
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 ou écart quadratique moyen.

V(X) = 
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 QUOTE 
  = E(X - E(X)) ²
= 
En développant : V(X) = E(X²) – E(X) ²

2-2 : Propriétés de V(x) :

a) La variance d’une constante est nulle.

V(X + b) = V(X) + V(b) avec V(b) = 
[image: image329.wmf]0
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V(X + b) = V(X)

b) La variance V (a X + b) = V (a X)

 V (a X) = E[image: image331.png][(aX — aEX)]?



= E[image: image333.png][a®X* — 2a*XE(X) + a®E(X)]




              = a² V(X) [image: image335.png]
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 = a
c) La somme de deux variances de deux variables aléatoires (x,y) [image: image341.png]


 (a+b)² = a² +b² +2ab

 V(Z) = V(X + Y) = V(X) +V(Y) +2 
[image: image342.wmf]Y
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si X et Y sont dépendants .

3) Fonction de répartition (F(x)) :
3-1 : Définition :

Soient X variable aléatoire dont l’ensemble de définition 
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 est une loi de probabilité 
On appelle fonction de répartition la fonction F(x) qui donne la probabilité que X soit strictement inférieur à [image: image348.png]


.

F(x) = P(x[image: image350.png]
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P(X = x k) = F(
[image: image353.wmf]1
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3-2 : Représentation graphique : courbe cumulative :

3-3 : Probabilité d’in intervalle [a,b] :


P(a < X < b) = P(X < b) – P(a < X) = F(b) – F(a)
Exercices 1: (session 1986)
Dans une région il y a quatre bureaux de placements A, B, C, D

A : s’occupe uniquement d’emploi de techniciens et place 60% des  personnes qui se présentent (60% trouvent des T)

B : place des techniciens mais pas uniquement et embauche 1/3 des techniciens qui se présentent

C : prête peu d’emploi de techniciens et place seulement 10% de techniciens qui se présentent

D : s’occupe seulement d’emplois temporaires peu payé et place toute personne qui se présente.

Tout technicien qui cherche du travail s’adresse d’abord à A, si A ne peut pas le satisfaire, il s’adresse à B, s’il n’est pas satisfait, il s’adresse à C et ainsi de suite….

1- Soit X le nombre de bureaux visités au moment où le technicien obtient un emploi, déterminer la loi de Probabilité de la variable aléatoire X.

2- Par combien de bureaux de placements, le technicien doit-il s’attendre à devoir passer pour obtenir un emploi.

3- Toute personne demandant un emploi doit payer des frais de dossier qu’il soit embauché ou non, ces frais sont 30 DH/A, 20 DH/B, 10 DH/C et 5 DH/D, quel est le cout moyen pour le technicien d’obtenir un emploi ?

On définit les événements et les probabilités correspondantes

A- Le technicien est embauché par le bureau A

B- Le technicien est embauché par le bureau B

C- Le technicien est embauché par le bureau C

D- Le technicien est embauché par le bureau D

P (A) = 0, 6

,
P ([image: image357.png]


) = 0, 4

P (B) = 1/3

,
P ([image: image359.png]


) = 2/3

P(C) = 1/10 = 0,1
; 
P ([image: image361.png]


) = 0, 9

P (D) = 1

La variable aléatoire X est une variable relative au nombre de bureaux visités

	X=[image: image363.png]



	1                      2                    3                      4
	∑

	P(X=[image: image365.png]
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	180/300          40/300            8/300            72/300
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1- P(X=1) = P(A) = 0,6 = 180/300

P(X=2) =P(
[image: image370.wmf]B
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) = P(
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) =0,4 × 1/3 = 40/300
P(X=3) = P([image: image375.png]
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) . P([image: image379.png]
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) × P(C/
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) = 0,4 × 2/3 × 1/10 = 8/300

P(X=4)= P(
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 ) × P()

                           


=  40/100 × 2/3 × 9/10 × 1= 72/300

2- Il s’agit de l’espérance E(X)

E(X)= 
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3- Y variable aléatoire relative la somme des frais 

       
[image: image396.wmf]Y
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= [image: image398.png]{30,50,60,65}




	Y
	     30                       50                      60                      65

	P(Y)
	180/300              40/300               8/300              72/300

	E(Y)
	30×180/300 …  …  …  …  …


E(Y) = 41,86 DH

II - Les lois de probabilités discrètes :

On s’intéresse à celles d’usages fréquents.

A - Loi de la variable aléatoire binomiale :

1) Définition : 
La répétition de (n) fois -à conditions identiques- d’une épreuve aléatoire dont le résultat se traduit par une apparition ou non d’un événement A de probabilité P, le résultat d’une expérience est indépendant du résultat précédent. Soit X le nombre d’apparition de l’événement A parmi les (n) expérience, on dit que X suit une loi binomiale de paramètre  n,p : X 
[image: image399.wmf]a

B (n, p)

n : le nombre d’épreuves

P : la probabilité de réussite

2) Loi de probabilité :

Une urne contient deux sortes de boules Rouges (R) et Blanches (B) 

On effectue trois tirages avec remise.

Soit X : le nombre de Boules Blanches obtenu dans les trois tirages : le tableau
	1er  T
	2ème T
	3ème T
	Evènement
	X=[image: image401.wmf]i
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	Fréquence
	P(x=
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P(X=0) = 
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  =           on constate que 
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développement du binôme 
P(X=3) =  
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, c’est pour celà la variable X est appelée variable binomiale.

La probabilité d’obtenir k :      P(X=k) = [image: image427.png]
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    Formule de la loi B.

On vérifie que [image: image437.png]®+q)"
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3) Conditions d’application et caractéristiques de la loi B (n,p) :

3-1 : Conditions :

· Le nombre d’épreuves (tirages) est fixé et connu c’est (n)

· Il y a une alternative : réussite ou échec

· La probabilité P (réussite) est constante
3-2 : Les caractéristiques de B (n,p) :

a- Espérance mathématique :

Par définition : 
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En posant y = k - 1 
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k = y + 1


[image: image442.wmf]p

n

q

p

C

p

n

q

p

y

n

y

n

p

n

y

n

y

y

n

n

y

y

n

y

=

=

-

-

-

-

-

-

=

-

-

å

1

1

1

1

)!

1

(

!

)!

1

(


2ème façon : on sait que la variable aléatoire binomiale est une somme de n variable aléatoire de Bernoulli de même paramètre p : 
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Or si E(X) = p = 0 (1 - p) + (1 × p) = p donc E(X)= n E (
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b- Variance de la variable binomiale :
En se basant sur la variable aléatoire de Bernoulli
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 car variables indépendantes
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Donc 
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Exercice : février 1985 (5points)

Un concessionnaire de voitures vend le même jour 5 voitures identiques à des particuliers, sachant que ce type de voitures soit en état de rouler 2 ans après est de 0,8

Calculer

1- La probabilité pour que 5 voitures soient en service 2 ans après

2- La probabilité pour que 5 voitures soient hors service 2 ans après

3- La probabilité pour que 3 voitures soient en service 2 ans après

4- La probabilité pour que 2 voitures au plus soient en service 2 ans après

5- Quel serait le nombre moyen de voitures en service 2 ans après

6- Quel serait le nombre de voitures le plus probable 2 ans après

Correction : X variable aléatoire relative au nombre de voitures en état de rouler  2 ans après, c’est une variable binomiale car les conditions d’application de cette loi sont connues 
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3- 
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4- P(X
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 avec  

P(X
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2) = 1 – [0,2048 + 0,4096 + 0,3276] = 0,058

5- La moyenne E(X) = n p = 5 × 0,8 = 4

6- Le mode 
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4) Somme de deux variables aléatoires indépendantes binomiales :
Soient X 
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,p). Ces deux variables aléatoires binomiales sont du même paramètre p.

Soit Z = (X+Y) 
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; p). d’après la loi de la variable aléatoire de Bernoulli 
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5) Loi de probabilité d’une fréquence binomiale 
[image: image485.wmf]f

 :

Soit X variable aléatoire telle que X 
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B (n,p), on appelle fréquence empirique, la variable aléatoire déduite de X par changement d’échelle suivant :
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 ,   représente la proportion des épreuves qui donnent lieu à la réalisation d’un événement A, en effectuant n épreuves 

La loi de X : 
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Exercice :

Dans une entreprise qui possède 30 machines outils : 20 de type A et 10 de type B. La production journalière d’une machine de chaque type est acceptable en moyenne dans 80 % des cas pour A et 90 % des cas pour B.

Un échantillon de 10 produits fabriqués par la même machine, a montré la présence de 3 produits défectueux sachant que le rythme de production est le même pour les deux machines.

1. Quelle est la probabilité de cette situation s’il s’agit du produit fabriqué par la machine de type A.

2. Quelle est la probabilité de cette situation s’il s’agit du produit fabriqué par la machine de type B.

3. Quelle est la probabilité que la production observée provienne d’une machine de type A sachant que sur les 10 produits fabriqués par cette machine, 3 étaient défectueux.

Correction : 

X : variable aléatoire relative au nombre de produits défectueux

A : le produit est fabriqué par la machine de type A

B : le produit est fabriqué par la machine de type B
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X/A vérifie les conditions de la loi binomiale :

n fixe et connu = 10, alternance, Probabilité est constante

X/A 
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2- X/B : variable conditionnelle vérifiant les conditions de la loi binomiale  

n = 10, alternance, Probabilité est constante = 0,1
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3- Ici on calcule une probabilité à postériori. (T. BAYSE)
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B - Loi de poisson de paramètre 
[image: image507.wmf])
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1) Définition: 

On appelle variable de Poisson de paramètre (
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· La somme des probabilités est égale à 1.
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· La loi de Poisson est une loi de petites probabilités, ou des événements rares.

2) Caractéristiques de 
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 2-1 : Le mode, c’est la valeur k qui satisfait les deux inégalités suivantes :
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2-2 : Espérance mathématique E(X) :

L’espérance mathématique de la variable aléatoire de Poisson 
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Donc 
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2-3 : La variance V(X) de la loi de Poisson 
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2-4 : Somme de deux variables aléatoires indépendantes de Poisson :
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, la loi de Z= X+Y d’après le terme général du développement du binôme 
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2-5 : Approximation de loi binomiale
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En général, on accepte l’approximation de
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Exercice :

Le nombre de personnes entrant dans un service radiologique est une variable aléatoire X suivant une loi de Poisson, en moyenne, il entre (n) personnes en 1h.

1- Donner l’expression de P(X=k), probabilité que k personnes se présentent dans un intervalle de temps (t).

2- Calculer la probabilité qu’une seule personne entre dans le service de radiologie en un temps 
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3- Calculer la probabilité qu’il y ait au plus 3 personnes entrées dans un intervalle de temps t=1.

4- Le service ne peut recevoir plus de 3 personnes par h sans avoir la saturation, quel est le taux exprimé en % de celui qui ne peut être admis, on suppose que le nombre moyen d’entrée par heure est de 2.

On donne : 
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Correction :
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4- Le taux (%) :
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II - Etude théorique des variables aléatoires continues (v.a.c) :

On dit qu’une variable aléatoire X est continue lorsque son ensemble de définition est un intervalle compris entre deux limites a, b où elle peut prendre toute valeur possible telle la durée de vie, la mesure d’une épaisseur d’une pièce ...

A - Fonction de répartition et de densité d’une variable aléatoire continue :

1) Fonction de répartition d’une variable aléatoire continue :

La distribution de probabilité d’une variable aléatoire continue est définie par sa fonction de répartition F(x) : par définition 
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et continue quand elle possède une dérivée.

2) Fonction de densité (densité de probabilité)

Soit x abscisse de a et 
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La probabilité de l’intervalle [a,b] est :
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En divisant par 
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Exemple :

Soit X une variable aléatoire continue dont la densité 
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Déterminer la fonction de répartition F(x).
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3) Caractéristiques d’une variable aléatoire continue :

3-1 : Espérance mathématique :

E(X) est définie par la quantité suivante 
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Exemple :

Soit une densité de probabilité 
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Calculer 
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Remarque :

L’espérance possède les mêmes propriétés que celle d’une variable aléatoire discrète :
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3-2 : Caractéristiques de dispersion :

· La variance et l’écart type : 
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La variance 
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La variance est le moment centre d’ordre 2 :
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Exemple :

On a 
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 EMBED Equation.3  [image: image624.wmf]î

í

ì

£

<

ailleurs

x

1

0

0

1



[image: image625.wmf]2

1

)

(

=

X

E

, 
[image: image626.wmf]2

2

)

(

)

(

)

(

X

E

X

E

X

V

-

=



[image: image627.wmf]Þ



[image: image628.wmf]4

1

)

(

2

=

X

E



[image: image629.wmf]3

1

3

)

(

)

(

)

(

1

0

3

1

0

2

1

0

2

2

2

=

ú

û

ù

ê

ë

é

=

=

=

=

ò

ò

ò

+¥

¥

-

x

dx

x

dx

x

f

x

dx

x

f

x

X

E


Soit 
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· Propriétés :

X variable aléatoire continue de densité 
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Exercice :

Soit une variable aléatoire continue X, telle que 
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1- Calculer k pour que 
[image: image635.wmf])

(

x

f

 soit une densité de probabilité.

2- Déterminer la 
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3- Calculer la probabilité que 
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4- Calculer 
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Correction :
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Avec 
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III - Lois de probabilité à deux dimensions :

A - Couple de variable aléatoire discrète (X,Y)

Exemple : jeter simultanément deux Dés à 6 faces bien équilibrés.

Telle que 
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 : il y a 36 résultats possibles donnés par Z, X et Y ne sont plus indépendantes car la valeur de 
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Exemple : 
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1) Loi de probabilité du couple (X,Y) : 

La probabilité que X et Y prennent deux valeurs 
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Exemple :

Jeter 2 dès à la fois.
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On dégage les différentes lois de probabilité X et de Y : marginales, conditionnelles.

1-1 : Lois marginales :

a- Loi marginale de X :

La somme de la ligne i nous donne 
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b- Loi marginale de Y :

La somme de la colonne j nous donne 
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Exemple :
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1-2 : Lois de probabilité conditionnelles :

On appelle variable conditionnelle X liée 
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a- Loi conditionnelle de X liée par Y :

Par définition, les probabilités conditionnelles 
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Cette loi se présente ainsi 
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Exemple :

Pour Y=5, la loi de X est :
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b- Loi de probabilité de Y liée par X :

La probabilité conditionnelle de Y liée par X est égal au quotient suivant :
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La loi s’obtient :
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Exemple :

On a  (X=3)
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2) Fonction de répartition du couple X,Y : 
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3) Indépendance des variables X,Y :

       Les deux variables X,Y sont indépendantes si pout tout couple (
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C'est-à-dire, on a les deux égalités : 
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B - Les caractéristiques numériques d’un couple de variables aléatoires discrètes :
1) E(X), E(Y) :
L’espérance E(X) de la variable X quelque soit Y est 
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2) Le produit E(X.Y) :
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Si X et Y sont indépendantes car 
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3) La covariance (X,Y), (Cov(X,Y)) et les variances V(X), V(Y)
Le moment centré d’ordre k,h est
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· Le moment centré d’ordre 0,2 : [image: image775.png]



· Le moment centré d’ordre 2,0 : [image: image777.png]



· La covariance (X,Y) :
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si X et Y sont indépendants 
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, mais la réciproque n’est pas vraie.

4) Le coefficient de corrélation linéaire 
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C’est le rapport défini par : 
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· si X et Y sont indépendants 
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C - Espérances mathématiques et variances conditionnelles :
1) Espérances conditionnelles :
[image: image788.png]E(X/y=y)et E(/y=x)
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2) Variances conditionnelles :
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Exercice d’application :
La distribution du revenu (
[image: image792.wmf]3

10

dh) d’un groupe de 10 ménages est donnée par le tableau suivant (Revenu de la femme est supérieur ou égal à Revenu du mari).

	Ménages
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	Revenu du mari 
[image: image793.wmf]3

10


	10
	15
	15
	10
	10
	15
	20
	15
	20
	20

	Revenu de la femme 
[image: image794.wmf]3
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	5
	15
	10
	10
	10
	5
	10
	10
	15
	10


On tire au hasard un ménage et on défini un couple de variable aléatoire (X,Y) telle que X désigne le revenu du mari et Y celui de la femme.

1- Définir les valeurs des ensembles 
[image: image795.wmf]X

W

 et 
[image: image796.wmf]Y
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 et l’ensemble H du couple.

2- Etablir la loi de probabilité du couple (X,Y), déduire les lois marginales de X et Y.

3- Calculer la 
[image: image797.wmf])
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, que peut on conclure ?

4- Donner la loi de probabilité de la variable aléatoire Y liée par X = 10, en déduire 
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5- On suppose que W = 0,6 X + 0,8 Y est le revenu du ménage après l’impôt, donner la loi W, et calculer E(W) de deux façons différentes.

Correction :
1- les ensembles : 
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H des couples 

	Y

X
	5

	10
	15

	10
	5,10
	10,10
	0

	15
	15,5
	15,10
	15,15

	20
	0
	20,10
	20,15


2- la loi de probabilité du couple

	Y=yj
X=xi           
	5
	10
	15
	Pi.

	10
	1/10
	2/10
	0
	3/10

	15
	1/10
	2/10
	1/10
	4/10

	20
	0
	2/10
	1/10
	3/10

	P.j
	2/10
	6/10
	1/10
	1


Loi de X

	X = xi
	10
	15
	20
	∑

	P(X = xi)
	3/10
	4/10
	3/10
	1


Loi de Y

	Y = yj
	5
	10
	15
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	P (Y = yj)
	2/10
	6/10
	2/10
	1


3- la covariance (X,Y)


[image: image803.wmf])

(

.

)

(

)

(

)

,

(

Y

E

X

E

XY

E

Y

X

Cov

-

=



[image: image804.wmf](

)

(

)

(

)

155

15

20

60

/

1

...

0

10

5

10

/

2

10

5

10

/

1

)

(

=

´

´

+

+

+

´

´

+

´

´

=

=

å

ij

j

y

i

x

ij

P

XY

E


[image: image805.png]10+3/19+15+4/15+20+3/15=15




[image: image806.png]2/0=10
=522/19+10+8/15+15+%/15
E®)=Yp,y; =





[image: image807.wmf]5

10

15

155

)

,

(

=

´

-

=

Y

X

Cov


La covariance (X,Y) est différente de 0, donc X et Y sont indépendantes (liées) et ce grâce à la relation y  ≤  x.

4- 
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5-  QUOTE 
 
a) la loi de W

	W
	10
	13
	14
	17
	21
	24
	20
	∑

	P(W)
	1/10
	1/10
	2/10
	2/10
	1/10
	1/10
	2/10
	1

	[image: image816.png]EW)=W.=PW)




	10/10
	13/10
	28/10
	34/10
	21/10
	70/10
	40/10
	170/10 = 17


W = 0,6 X + 0,8 Y

E(W) = E(0,6 X + 0,8 Y) = 0,6 E(X) + 0,8 E(Y) = 0,6 × 15 + 0,8 × 10 = 17
3) Loi d’une fonction d’une variable aléatoire discrète :
Soit la variable aléatoire X et 
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, la variable aléatoire Y transformée par la fonction 
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4) Algèbre des E(X) et variances :
4-1 : Espérance de la somme de deux variables discrètes : soit Z= X + Y
[image: image825.png]E@=E®+¥)= ) Pyl +3)) = 0.0 Pyx+ 9. 9 Pyyysi 9 Py =P,
T T T

T





[image: image826.png]EQ@)= ) P+ )P,y = ECO+EQ)
- :




4-2 : Variance d’une somme de deux variables X, Y discrètes
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si X et Y sont indépendantes.

IV - Couple de variables aléatoires continues à deux dimensions
A - La fonction de répartition et de densité du couple d’une variable aléatoire continue
1) Fonction de répartition du couple X,Y
Elle se définit par la quantité suivante 
[image: image832.wmf][
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Soit 
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Soit la fonction de répartition :


[image: image836.wmf](
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Le couple de variable aléatoire (X,Y) est absolument continu lorsque la fonction de répartition F(X) est continue à droite et à gauche par rapport à chacune des valeurs x,y et possède une dérivée seconde 
[image: image837.wmf])
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 QUOTE 
  appelée la densité de probabilité du couple (x,y).
Cette densité sera étudiée au niveau du couple marginal et conditionnel.

2) Densité de probabilité du couple (X,Y) :
Soit un rectangle D dans un plan ayant pour côtés dx et dy.


Y

                                      y+dy


                                            y


X


                                 x                          x+dx



La probabilité de tomber dans le rectangle 
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En utilisant la fonction de répartition, on remplace P par F en divisant la P(D) par dx dy. On aura : 
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F(x,y) dérivable, on obtient le dérivée partielle seconde mixte de F(x,y) par rapport à x et par rapport à y, c'est-à-dire : 
[image: image843.wmf])
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 c’est la densité de probabilité du couple (X,Y) qui doit satisfaire les deux conditions suivantes :
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On peut déterminer la F(x,y) à partir de la densité de probabilité du couple 
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 . Pour l’intervalle [a,b] pour x et [c,d] pour y 
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3) Densité de probabilité marginales de X et de Y
3-1 : Densité marginale de X
On sait que 
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La densité marginale de x est une dérivée par rapport à x
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En intégrant la densité du couple dans des limites indéfinies par rapport à y, on obtient la densité marginale de x.

3-2 : Densité marginale de Y
Comme pour X, 
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 . Sa dérivée est la densité marginale de Y : 
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, c’est une intégration par rapport à x.

4) Les densités de probabilités conditionnelles :

4-1 : La densité de X/Y est le quotient suivant :
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4-2 : La densité de probabilité conditionnelle de Y/X est le quotient suivant :
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Remarque :


[image: image865.wmf]1

2

(/)( /)(/)

(/)(/)(/)

x

a

y

a

FxyPXxyfxydx

FyxPYyxfyxdy

-

-

=<=

=<=

ò

ò



5) Indépendance de deux variables aléatoires continues :

Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes si :
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Cela vérifie les égalités suivantes : 
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Ou encore :  
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B - Caractéristiques du couple (x,y) d’une variable aléatoire continue :

1) Moments simples : E(X), E(Y) et E(X,Y) 

On peut obtenir l’espérance E(X) ou l’espérance E(Y) soit à partir de la densité marginale ou à partir de la densité du couple.

· densité marginale :   
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· densité du couple :
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· Les variables aléatoires conditionnels soient indépendants ou dépendantes  
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 Lorsqu’elles sont indépendantes : 
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2) Moments centrés :

Les moments centrés d’ordre k,h :
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On sait que μ20=V(X) et μ02=V(Y) alors :
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3) Le coefficient de corrélation linéaire : 
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Il a les mêmes propriétés que celles pour une variable aléatoire discrète.
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4) E(X) , E(Y) , V(X) et V(Y) conditionnelles :

4-1 : E(X/Y), E(Y/X) :
Par définition, on a les quantités suivantes :
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4-2 : Les variances conditionnelles se définissent ainsi : 
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Exercice d’application :


Soit le couple de variable aléatoire continue (X,Y) dont la densité de probabilité est la suivante :
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1/ Déterminer la constante k

2/ Calculer les densités marginales 
[image: image895.wmf]1
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3/ Calculer la fonction de répartition 
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4/ Evaluer les probabilités suivantes :



P(1 <X< 2 ; 2 <Y< 3)  et  P(X≥ 3 ; Y≤ 2)

Correction :
1- Deux conditions remplies : 
   
[image: image898.wmf](,)0

fxy

³

 et 
[image: image899.wmf](,)1

fxydxdy

+¥

-¥

=

ò

 


[image: image900.wmf]5

45454

2

01010

1

(,)1

2

y

fxydxdykxydxdykxdx

éù

=Þ=

êú

ëû

òòòòò



 EMBED Equation.3  [image: image901.wmf]dx
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2- On cherche 
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Donc 
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 sa densité marginale correspond à la dérivée 
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soit 
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í

ì

<

<

=

=

ailleurs

y

y

y

F

y

f

5

1

0

12

/

)

(

'

)

(

2

2


2ème méthode : on constate que les deux variables sont indépendantes puisque 
[image: image918.wmf])

,

(

)

(

).

(

2

1

y

x

f

y

f

x

f

=

 soit 
[image: image919.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

´

÷

ø

ö

ç

è

æ

=

12

8

96

1

y

x

y

x

 QUOTE 
 
Ou 
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Si X et Y sont indépendants : 
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avec 
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C - Fonction de variable aléatoire continue (algèbre des E(X) et de V(X))

On a une variable aléatoire X, on définit une autre Y liée fonctionnellement 
[image: image927.wmf])
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1) La loi de répartition d’une fonction croissante 
Soit un segment 
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La densité de probalité de 
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: le point B se trouve sur la portion de la courbe et la droite D, il s’uffit que X prennent des valeurs entre a et x où x est la’abscisse de l’intersection de la droite D avec la courbe 
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 dont la limite de x peut s’exprimer en fonction de y en faisant appel à la fonction réciproque 
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En conséquence, si 
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Exemple :

Soit une Variable aléatoire X continue dont la densité de probabilité est 
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Déterminer la densité de probabilité de y et sa fonction de répartition G(y).

Les valeurs de y sont : 
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On cherche 
[image: image964.wmf])

(

)

(

1

y

y

X

y

j

=

=

-

 si 
[image: image965.wmf]1

2

-

=

X

y

 
[image: image966.wmf]Þ

 
[image: image967.wmf]2

1

+

=

y

X

 et 
[image: image968.wmf]2

1

)

(

'

=

y

y

 

Densité de probabilité : 
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La fonction de répartition :
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2ème méthode : G(Y) = F(x) si 
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Loi de répartition d’une fonction monotone décroissante
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X étant l’abscisse du point 
[image: image986.wmf]'

B

 de la droite 
[image: image987.wmf]'

D

 avec la courbe 
[image: image988.wmf])

(

x

y

j

=



[image: image989.wmf]ò

=

<

=

b

a

dx

x

f

y

Y

P

Y

G

)

(

)

(

)

(

 et puisque 
[image: image990.wmf])

(

)

(

1

y

y

x

y

j

=

=

-

, en remplaçant la borne inférieure (a), on a 
[image: image991.wmf]ò

b

y

dx

x

f

)

(

)

(

y

. La dérivée nous donne la densité de y 
[image: image992.wmf](

)

)

(

'

.

)

(

)

(

)

(

)

(

'

)

(

y

y

f

dx

x

f

y

f

y

G

b

y

y

y

y

-

=

¢

ú

ú

û

ù

ê

ê

ë

é

=

=

ò

 et puisque les événements Y < y et X > x sont identiques.
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 EMBED Equation.3  [image: image994.wmf]Þ
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Exemple :

Soit X une variable aléatoire continue dont la densité 
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Déterminer la densité de probabilité et déduire la fonction de répartition
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La fonction de répartition :
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2ème méthode : Déterminer G(Y) et déduire g(y)
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 EMBED Equation.3  [image: image1012.wmf]2

4

2

2

6

2

2

2

6

-

=

+

-

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

>

y

y

y

X

P


Soit 
[image: image1013.wmf]ï

î

ï

í

ì

>

£

<

£

-

=

6

6

4

4

1

2

4

0

)

(

y

y

y

y

y

G

 alors que 
[image: image1014.wmf]î

í

ì

£

<

=

=

ailleurs

y

y

G

y

g

6

4

0

2

/

1

)

(

'

)

(


Algèbre des espérances E(X) et des V(X), E(Y), V(Y), V(Z), E(Z)

· Somme de X ; Y : Z = X + Y
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· Variance d’une somme de Z = X + Y : V(Z)=V(X + Y)
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On sait 
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V - Les lois continues d’usage fréquent :

A - Loi uniforme continue :

1) Définition :

On appelle variable aléatoire uniforme sur un intervalle [0,a), la variable X dont la densité de probabilité est : 
[image: image1022.wmf])
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Sa fonction est : 
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2) Caractéristiques :


[image: image1026.wmf])

(

2

2

)

(

)

(

0

2

0

1

0

X

E

a

a

x

dx

a

x

dx

x

f

x

X

E

a

a

=

=

ú

û

ù

ê

ë

é

=

=

=

ò

ò



[image: image1027.wmf]2

2

)

(

)

(

)

(

X

E

X

E

X

V

-

=

 : 
[image: image1028.wmf]3

3

3

)

(

)

(

2

3

0

3

0

2

1

0

2

2

a

a

a

a

x

dx

a

x

dx

x

f

x

X

E

a

a

=

=

ú

û

ù

ê

ë

é

=

=

=

ò

ò



[image: image1029.wmf])

(

12

12

3

4

4

3

2

3

)

(

2

2

2

2

2

2

2

X

V

a

a

a

a

a

a

a

X

V

=

=

-

=

-

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

=


B - Loi Normale (de La Place de Gauss)

La loi Normale est la distribution la plus fréquente en pratique, c’est une variable résultante d’un grand nombre de causes à effets additionnées sous dominance d’une quelque cause.

La loi Normale est la loi limite vers laquelle tendent toutes les autres lois.

Définition :

On distingue deux sortes de lois : Une loi généralisée, et une réduite issue de la première par changement de variable.

1- Loi Normale généralisée :

X : variable aléatoire continue, prenant toutes les valeurs 
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Sa fonction de densité est : 
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On la note N( m ;



) ;   est symétrique par rapport à m 
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Sa fonction de répartition 
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2- Loi Normale réduite de paramètres N (0,1)

la variable aléatoire centrée réduite s’obtient en faisant le changement de variable suivant : 
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T suit une loi Normale réduite lorsque :

· T variable aléatoire est continue 

· T prend toutes les valeurs de 
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Sa densité de probabilité est 
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On la note 
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Sa fonction de répartition est 
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L’intégrale de GAUSS donne : 
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1) Caractéristiques de la loi N (m, 
[image: image1047.wmf]s

) :

1-1 : Mode : du fait de la symétrie de la courbe, le mode est égal à E(X)

1-2 : L’espérance mathématique E(X)

En raison de la symétrie, E(X) d’une variable aléatoire réduite est nulle en effet :
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Appelons 
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Donc E(t) = 0

On peut déduire les paramètres (m, 
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) de la loi Normale généralisée à partir de celle centrée réduite N(0,1) par transformation linéaire 
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1-3 : Variance d’une loi Normale 

Cas d’une loi Normale généralisée 
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1-4 : Approximation de la loi binomiale B (n,p) par N(m, 
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On suppose que n et k sont suffisamment grands pour que  l’approximation de Sterling de n! et k! sont valables
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 et p ni proche de 0 ni de 1, la variable aléatoire binomiale peut être approximée par la loi Normale de même espérance 
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Les conditions d’approximation se résument :

· 0,1 < P < 0,9
· n > 30
· n p > 18 
, 
E(X) > 18

· n p q > 3 
,
 V(X) > 3

Somme de variables aléatoires indépendantes Normales :
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[image: image1095.wmf]a

 N(
[image: image1096.wmf]1

m

,
[image: image1097.wmf]1

s

) et Y
[image: image1098.wmf]a

N(
[image: image1099.wmf]2

m

,
[image: image1100.wmf]2

s

) : Z = (X + Y) suit une loi Normale de paramètres 
[image: image1101.wmf]2

1

m

m

m

+

=

 et 
[image: image1102.wmf])

(

)

(

2

2

2

1

Y

V

X

V

+

=

+

=

s

s

s

 soit en généralisant :


[image: image1103.wmf]i

X



 EMBED Equation.3  [image: image1104.wmf]a

 N(
[image: image1105.wmf]i

m

,
[image: image1106.wmf]i

s

) : 
[image: image1107.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

=

=

=

å

å

å

=

=

)

(

,

1

1

X

V

x

m

N

x

Z

n

i

i

n

i

i

s

a


Usage de la table de la loi Normale :

La loi Normale centrée réduite possède une table, sa densité est 
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Exemple :

X
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Calculer P(10 < X < 12).
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Remarque :

La probabilité d’un intervalle centré sur E(X) est toujours égale à 
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Approximation d’une loi par une autre :

Loi Hyper Géométrique : X
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Exercice :

Un avion fait escale dans un aéroport avec à bord Z voyageurs, il descend Y voyageurs et y montent X voyageurs, l’avion repart avec W voyageurs, les variables X ;Y ; Z sont indépendantes :

X
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1- Déterminer  E(Z) et  V(Z) telle que P(Z < 140) = 97,72 % et P(Z < 68) = 5,48 %.

2- Indiquer la loi de W, justifier la réponse.

3- Trouver W telle que P(W


) = 95,05 %.
 < 
4- Trouver un intervalle centrée sur l’espérance qui contient W voyageurs avec une probabilité de 98,36 %.

Correction :
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quand P < 0,5 avec un signe (<) donc le rapport 
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1- La loi de W : 
W = Z – Y + X

On a la somme des variables aléatoires :

E(W) = E(Z – Y + X) = E(Z) - E(Y) + E(X) = 100 – 30 + 40 = 110

V(W) = V(Z + Y + X) = V(Z) + V(Y) + V(X) = 400 + 81 + 144 = 625

Z
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3- Les valeurs de l’intervalle :
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C - Autres lois :

1) La loi de 
[image: image1195.wmf]2

X

  (Ki deux) de KARL PEARSON :

1-1 : Définitions et forme :

Cette loi est importante pour son rôle dans les tests statistiques.

Définition : soient des variables aléatoires indépendantes normales réduites :
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La densité de cette loi se formule ainsi :

ƒ (X2 r)= {1/2 r/2  √r/2 (X2) r/2-1   x ℮- x2-1            X2 r>0

1-2 : Forme de la courbe :

La distribution de 
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 est dissymétrique avec étalement à droite cependant elle tend à devenir symétrique lorsque le nombre de degrés de liberté (r) augmente et se rapproche de la distribution Normale quand r > 30.
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2) Caractéristiques de 
[image: image1206.wmf]2

r

X

 :

2-1 : Espérance mathématique :
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on démontre que 
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2-2 : Variance 
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Le développement donne :
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L’espérance est égale au nombre du degré de liberté : 
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La variance est égale à deux fois le nombre de degré de liberté : 
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2-3 : Approximation de 
[image: image1221.wmf]2

X

 par la loi N(m, 
[image: image1222.wmf]s

) :
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Exemple : 

Déterminer la valeur 
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D’après la table de loi N(0,1) : 
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3) Loi de STUDENT-FISHER :

Soient deux variables aléatoires :

U : variable aléatoire suit une loi Normale centrée réduite 
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Y : variable aléatoire suit la loi de 
[image: image1238.wmf]2

r

X

.

On définit une variable aléatoire de STUDENT 
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 à n degrés de liberté comme étant le rapport entre la Loi Centrée Réduite (0,1) et la racine carré de Y/n.
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· Sa densité de probabilité : 
[image: image1242.wmf](

)

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

-

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

´

÷

ø

ö

ç

è

æ

G

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

G

=

2

1

2

1

2

2

1

n

n

n

t

n

n

n

t

f

p


· Caractéristiques :

L’espérance : 
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. En général, on approxime cette loi normale quand n > 30.

Usage de la table :
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